(7p)

(¢D)

>
=l
)

ema

visions

La sculpture
et les nombres

IAN STEWART

Comme le nombre d’or,

le nombre plastique inspire les sculpteurs.

lan Saint George est un architecte
britannique a la retraite qui vit
au Portugal et qui crée des sculp-
tures mathématiques. Il utilise fré-
guemment les propriétés du nombre
d’or, ainsi que celles d’un cousin moins
prestigieux, le «<nombre plastique», qu'il
a découvert grace I'architecte Richard
Padovan. Le nombre plastique a une
courte histoire en architecture, mais son
origine mathématique est au moins aussi
respectable que celle de son cousin doré.
On ne I'a pas trouvé dans la nature aussi
fréquemment que le nombre d’or, mais
personne ne l'avait vraiment cherché.
Commencgons avec le nombre d’or,
qui vérifie I'égalité =1+ 1/@; pest égal
a1,618034... Ce nombre a des relations
avec les nombres de Fibonacci, que I'on
construit géométriquement en formant
une spirale a partir de carrés (voir la

figure 1 en haut). Le carré initial (en gris)
a un coté de longueur égale a 1, de
méme que son voisin de gauche. On
ajoute alors un carré, dont la longueur
du coté est égale a 2, au-dessus des
deux premiers carrés, puis on poursuit
I'ajout des carrés adjacents, en tour-
nant : la longueur du c6té augmente
selon lasuite : 3, 5, 8, 13, 21..., chaque
nombre de cette suite étant la somme
des deux nombres précédents. Cette
suite est nommée suite de Fibonacci.
Le rapport de deux nombres successifs
tend vers le nombre d’or . Par exemple,
5/3 estégal 41,6666..., et 21/13 est égal
a1,615384...

Ces propriétés résultent de la regle
qui engendre les nombres de Fibonacci :
pour les grands nombres, elle conduit
a I’équation ¢ = 1 + 1/¢. Quand on
trace un quart de cercle a l'intérieur

de chacun des carrés pré-

21

cédents, les arcs forment une
spirale harmonieuse, qui
approche la spirale loga-
rithmique, souvent présente
dans la nature : les graines
du tournesol ou les coquilles
du nautile sont enroulées
ainsi. Les tours de spirale
croissent en raison du
nombre d’or.

1. Construction géométrique des nombres de Fibonacci
(en haut) et des nombres de Padovan (en bas).
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LE NOMBRE
PLASTIQUE

Passons maintenant au
nombre plastique. On com-
mence sa construction en uti-
lisant un principe analogue,
mais en utilisant des triangles
équilatéraux a la place des
carrés (voir la figure 1, en
bas). Au triangle initial (en
gris), on ajoute des triangles
successifs dans le sens des
aiguilles d'une montre. La
spirale, a nouveau, est
approximativement logarith-
mique. Les trois premiers tri-

angles ont un c6té de longueur égale
a 1 ; les deux triangles suivants ont un
c6té de longueur égale a 2 ; puis les
longueurs des c6tés sont égales a 3, 4,
5,7,9,12,16, 21... Laencore, laregle
de construction des nombres succes-
sifs est simple : chaque nombre s’ob-
tient en laissant de c6té le nombre
précédent et en ajoutant les deux
nombres qui précédaient celui-ci : 21
est égal a 9 + 12. J’aimerais donner a
cette suite le nom de Richard Pado-
van qui I'a étudiée (par une coincidence
heureuse, «Padovan» a la méme ori-
gine que «Padoue», ville peu éloignée
de Pise, dont Fibonacci était originaire).

Du point de vue algébrique, les regles
de construction des suites de Fibo-
nacci F(n) et de Padovan P(n) sont les
suivantes : F(n + 1) = F(n) + F(n — 1),
avec F(0) = F(1) =1; P(n+1)=
P(n-1) + P(n - 2), avec P(0) = P(1) =
P(2) = 1. En reprenant pour la suite de
Padovan la définition du nombre d’or,
nous obtenons le nombre plastique p,
limite du rapport des nombres succes-
sifs de Padovan : 1,324718... L'écriture
algébrique permet d’établir I'équation
p=1/p+ 1/p? ouencorep®—p-1=0;
p est I'unique nombre réel qui soit solu-
tion de cette équation.

La suite de Padovan augmente moins
vite que celle de Fibonacci, et p est
inférieur a @. Elle a de nombreuses
propriétés intéressantes. Par exemple,
la figure illustre avec des triangles I'éga-
lité 21 = 16 + 5 ; elle donne aussi une
autre définition de la suite de Pado-
van:P(n+1)=P(n) + P(n—4).

Des nombres tels que 3, 5, et 21
appartiennent aux suites de Padovan
et de Fibonacci. En existe-t-il d’autres?
Si oui, combien? Certains nombres de
Padovan, tels que 9, 16 et 49, sont des
carrés ; en existe-t-il d'autres ? Les racines
carrées de ces nombres sont respecti-
vement 3, 4 et 7, qui sont également
des nombres de Padovan. Les racines
carrées des autres carrés de Padovan
sont-elles également des nombres de
Padovan? Voila des questions qui méri-
tent un peu d’attention.

Une autre fagon de construire les
nombres de Padovan consiste a repro-
duire I'utilisation des carrés pour les
nombres de Fibonacci, mais avec des
parallélépipédes (voir la figure 2). Par-
tons d’un cube de c6té égal a 1, et
plagons a coté de lui un autre cube iden-
tique, adjacent par une face. On obtient
un parallélépipéde dont deux c6tés sont
égaux a 1, et le troisiéme c6té est égal
a 2 (parallélépipede 1 x 1 x 2). Contre
la face 1 x 2, plagcons un autre parallé-
Iépipede 1 x 1 x 2. Nous obtenons un
parallélépipéde 1 x 2 x 2. Puis, contre
une face 2 x 2, plagcons un cube 2 x
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2 x 2, afin de former au total un paral-
Iélépipede 2 x 2 x 3. Contre une face
2 x 3, plagcons un parallélépipéde
2 x 2 x 3, afin d’obtenir un parallélépi-
pede 2 x 3 x 4, et ainsi de suite en
ajoutant successivement des parallé-
Iépipédes a I'Est, au Sud, en bas, a
I'Ouest, au Nord, et en haut. A chaque
étape, le nouveau parallélépipede a
pour longueur des c6tés trois nombres
de Padovan consécutifs. En outre, si
I'on relie les faces carrées successives
des parallélépipedes par des segments
de droite, on obtient une spirale. Cette
spirale reste dans un plan. A. Saint
George afondé ses sculptures sur cette
propriété, en utilisant des tiges rigides
terminées par des boules de liaison (quel
diagramme forme l'intersection de ce sys-
teme de parallélépipédes avec ce plan?).

LA SUITE DE PERRIN

Une suite analogue a celle de Pado-
van, avec les mémes régles de construc-
tion mais des valeurs initiales différentes,
a été étudiée en 1876 par le mathéma-
ticien francais Edouard Lucas. Comme
les idées de ce dernier ont été déve-
loppées par R. Perrin en 1899, la suite
est aujourd’hui nommeée suite de Perrin.
Les nombres de Perrin A(n) different des
nombres de Padovan, parce que A(0) =3,
A(1) =0 et A(2) = 2. Le rapport de deux
nombres de Perrin consécultifs est encore
égal a p, mais Lucas observa une pro-
priété plus intéressante : pour tous les
nombres n premiers, n divise exacte-
ment A(n). Par exemple, 19 est premier,
A(19) = 209, et 209/19 = 11.

Ce théoréme donne un test de non-
primalité. Par exemple, pour n = 18, on
aA(18)=158, et 158/18=8,777, quin'est

&

2. Les nombres de Padovan s’obtiennent également a I'aide de spirales formées par juxta-

position de parallélépipédes.

pas entier ; aussi conclut-on que 18 est
un nombre composé, c'est-a-dire non
premier. Plus généralement, on utilise
les nombres de Perrin pour déterminer
la non-primalité : tout nombre n qui ne
divise pas A(n) est composeé.

Sindivise A(n), n est-il premier? Voila
une fascinante question ouverte. Per-
sonne n’a trouvé de nombre composé
n qui divise A(n), mais personne n'a
démontré qu’un tel nombre, nommé
nombre pseudo premier de Perrin,
n'existe pas. En 1991, Steven Arno, du
Centre de recherche informatique de
Bowie, a démontré que les nombres
pseudo premiers de Perrin doivent avoir

plus de 14 chiffres. Sivous avez entendu
parler de progrés dans I'étude de ce pro-
bléme, n’hésitez pas a m'écrire.

La conjecture de I'existence des
nombres pseudo premiers de Perrin est
importante, car le reste de la division de
A(n) par n se calcule rapidement. Si la
conjecture était démontrée, on obtien-
drait un test de primalité (en 1982, a
I'Université du Maryland, William Adams
et Daniel Shanks ont trouvé un moyen
de calculer ce reste en log(n) étapes).
Ainsi, la conjecture aurait des applica-
tions utiles en cryptographie, laquelle
est aujourd’hui souvent fondée sur les
nombres premiers.

ver (voir La couverture, Pour
la Science, mars 1996) d’aire
égale a 0,27523. Cette cou-
verture est plus petite que
celle qui avait été trouvée
en 1973 par Gerriets et Poole.

Ce résultat détient sans
doute encore le record, parce
que la couverture ABCD (a
droite) que je présentais est
moins bonne que prévue.
Richard Kendon, de Not-
tingham, atrouvé un ver que
la couverture ne recouvre

R ichard Delaware, de I’'Université de Kansas City, m’a
signalé que, en 1992, Rick Norwood, George Poole
et Michael Laidacker ont trouvé une couverture de maman

Réaction

cd$

pas. Il a observé que les angles DAB et ADC sont res-
pectivement égaux a 75 et 30 degrés. Son ver EFGH est
composé de trois segments. Le point G est a une dis-

tance x sur une droite qui
fait un angle GDA de 15
degrés, etle point Festala
distance 1 -2x de G sur la
droite AD. Le point E est
aladistance x de F, de sorte
que I'angle EFA est égal a
15degrés. R. Kendon a cal-
culé que, pour x=0,01, par
exemple, I’'angle EAD est
égal a 75,177 degrés, c’est-
a-dire supérieur a 75

degrés: le point E n’est pas
dans la couverture.

© POUR LA SCIENCE - N° 226 AOUT 1996

107

visions




	SOMMAIRE 226

